


 



HSG Toán 12 Tp. HCM năm 2024-2025 GV: ThS. Lê Đình Nguyên - THPT Quang Trung

PHẦN II: BÀI GIẢI

Câu 1: 1. Gọi n là số chu kỳ bán rã của Poloni 210 (n ∈N∗)

Khối lượng còn lại của 64 g Poloni 210 sau n chu kỳ là: m = 64.

(
1

2

)n

(g )

a) Số chu kỳ bán rã của Poloni 210 sau 552 ngày là: n = 552

138
= 4 (chu kỳ)

Khối lượng còn lại của 64 g Poloni 210 sau 552 ngày là: m = 64.

(
1

2

)4

= 4 (g )

b) 64 gam Poloni 210 còn lại 1 gam nên:

m = 64.

(
1

2

)n

= 1 ⇐⇒
(

1

2

)n

= 1

64
=

(
1

2

)6

⇐⇒ n = 6 (chu kỳ)

Vậy sau: 6.138 = 828 ngày thì 64 g Poloni 210 còn lại 1 gam.

2.a) Độ dài của các thanh ngang phân bố theo quy luật cấp số cộng với u1 = 49 cm, un = 33 cm

(n ∈N∗), công sai d =−2.

Có un = u1 + (n −1).d ⇐⇒ 33 = 49+ (n −1).(−2) ⇐⇒ n = 9

Vậy cái thang này có 9 thanh ngang.

b) Từ 1 thanh gỗ ban đầu nếu muốn cắt ra thành 9 thanh ngang thì phải thực hiện 8 lần cắt.

Khi đó chiều dài phần gỗ bị cắt thành mùn cưa là: 8.0,5 = 4 (cm).

Tổng chiều dài của 9 thanh ngang:

S = u1 +u2 + . . .+u9 = n.(u1 +u9)

2
= 9.(49+33)

2
= 369 (cm)

Vậy chiều dài ít nhất của thanh gỗ cần mua là: 369+4 = 373 (cm).

Câu 2: A thuộc đồ thị (C ) : y = x3 −3x =⇒ A(a; a3 −3a)

Gọi d là tiếp tuyến của đồ thị (C ) tại A. Ta có: y
′ = 3x2 −3 =⇒ hệ số góc của tiếp tuyến d là:

k = 3a2 −3 =⇒ pttt d: y = (3a2 −3).(x −a)+a3 −3a = (3a2 −3).x −2a3

Phương trình hoành độ giao điểm giữa (C ) và d :

x3 −3x = (3a2 −3).x −2a3 ⇐⇒ x3 −3a2.x +2a3 = 0 ⇐⇒ (x −a)2.(x +2a) = 0 ⇐⇒

 x = a

x =−2a
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Từ đây suy ra tiếp tuyến d cắt (C ) tại điểm N (N ̸= A) có hoành độ xN =−2a

Phương trình hoành độ giao điểm giữa (C ) và trục hoành Ox (y = 0):

(3a2 −3).x −2a3 = 0 (1) ⇐⇒ x = 2a3

3a2 −3

(3a2 −3 ̸= 0 vì nếu 3a2 −3 = 0 thì phương trình (1) vô nghiệm, điều này là vô lý vì pt (1) luôn có

nghiệm là hoành độ của điểm M)

=⇒ hoành độ của điểm M là: xM = 2a3

3a2 −3

Vì A là trung điểm của đoạn M N nên:

xM +xN = 2xA ⇐⇒ 2a3

3a2 −3
+ (−2a) = 2a (2)

Ta xét 2 trường hợp:

Trường hợp 1: a = 0 =⇒ (2) đúng =⇒ pttt d : y =−3x. Khi đó, 2 điểm M , N có tọa độ đều là

(0;0) =⇒ điều này vô lý vì M , N là 2 điểm phân biệt =⇒ loại a = 0.

Trường hợp 2: a ̸= 0. Ta có:

(2) ⇐⇒ a2

3a2 −3
−1 = 1 ⇐⇒

 a =
√

6

5

a =−
√

6

5

- Với a =
√

6

5
, hoành độ 2 điểm M , N là: xM = 4

p
30

5
; xN =−2.

√
6

5
=⇒ xM ̸= xN

=⇒ thỏa điều kiện M ̸= N =⇒ nhận a =
√

6

5
=⇒ A

(√
6

5
;−9

p
30

25

)
- Với a =−

√
6

5
, hoành độ 2 điểm M , N là: xM =−4

p
30

5
; xN = 2.

√
6

5
=⇒ xM ̸= xN

=⇒ thỏa điều kiện M ̸= N =⇒ nhận a =−
√

6

5
=⇒ A

(
−

√
6

5
;

9
p

30

25

)
Vậy có 2 điểm A thỏa yêu cầu là:

(√
6

5
;−9

p
30

25

)
;

(
−

√
6

5
;

9
p

30

25

)
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Câu 3:

Vì A(−2;0),B(0;−4) ∈ (C2) : y = bx2 + c nên:
b.(−2)2 + c = 0

b.02 + c =−4

⇐⇒


b = 1

c =−4

=⇒ (C2) : y = x2 −4

Vì B(0;−4),C (7;0) ∈ (C3) : y = mx4 +n nên:
m.04 +n =−4

m.74 +n = 0

⇐⇒


n =−4

m = 4

2401

=⇒ (C3) : y = 4

2401
x4 −4

Diện tích S2 : S2 =
0∫

−2

[
0− (

x2 −4
)]

dx = 16

3

Diện tích S3 : S3 =
7∫

0

[
0−

(
4

2401
x4 −4

)]
dx = 112

5

5
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Gọi y = a′x2 +b′x + c (a′ < 0) là phương trình của đường cong (C1).

Vì A(−2;0),C (7;0),D(1;k) ∈ (C1) nên:

a′.(−2)2 +b′.(−2)+ c ′ = 0

a′.72 +b′.7+ c ′ = 0

a′.12 +b′.1+ c ′ = k

⇐⇒



4.a′−2.b′+ c ′ = 0 (1)

49.a′+7.b′+ c ′ = 0 (2)

a′+b′+ c ′ = k (3)

Tổng diện tích tròng kính:

S = S1 +S2 +S3 = 33,44 ⇐⇒ S1 = 33,44− 16

3
− 112

5
= 428

75

mà S1 =
7∫

−2

(
a′x2 +b′x + c ′−0

)
dx =

7∫
−2

(
a′x2 +b′x + c ′

)
dx = 117a′+ 45

2
b′+9c ′

=⇒ 117a′+ 45

2
b′+9c ′ = 428

75
(4)

Từ (1), (2), (4) =⇒



a′ =− 856

18225

b′ = 856

3645

c ′ = 0,657558299

Từ (3) =⇒ k ≈ 0,8454321

Bài 4:

a) Ta có: pk = log10

(
1+ 1

k

)
= log10

(
k +1

k

)
= log(k +1)− log(k)

Từ đó, ta có:

p1 = log2− log1; p2 = log3− log2; . . . ; p9 = log10− log9

=⇒ p1 +p2 + . . .+p9 =
(
log2− log1

)+ (
log3− log2

)+ . . .+ (
log10− log9

)= (
log10− log1

)= 1

Ta cũng có:

p1 +p2 + . . .+pk = (
log2− log1

)+ (
log3− log2

)+ . . .+ (
log(k +1)− logk

)
= log(k +1)− log1 = log(k +1)

Do đó:

p1 +p2 + . . .+pk ≥ 3

4
⇐⇒ log(k +1) ≥ 3

4
⇐⇒ k ≥ 10

3

4 −1
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mà 1 ≤ k ≤ 9 và k ∈N∗ =⇒ giá trị nhò nhất của k là k = 5

b) Gọi A là biến cố :"Chữ số đầu tiên bên trái của số liệu lớn hơn 5"

Số phần tử của không gian mẫu: n(Ω) = 9

Số khả năng người làm giả số liệu khi thực hiện biến cố: n(A) = 4

Xác suất của biến cố A của người làm giả số liệu: P1(A) = n(A)
n(Ω)

= 4

9

Xác suất biến cố A theo luật Benford:

P2(A) = p6 +p7 +p8 +p9 = (log7− log6)+ (log8− log7)+ (log9− log8)+ (log10− log9)

= log10− log6 = 1− log6

Ta có: P1(A) > 2.P2(A) (
4

9
> 2.(1− log6))

Vậy: Nếu tính xác suất cho biến cố "chữ số đầu tiên bên trái của số liệu đó lớn hơn 5" thì người muốn

làm giả số liệu đó sẽ tính ra kết quả lớn hơn hai lần kết quả khi tính theo luật Benford.

Bài 5:

Vẽ SH ⊥ (ABC ) tại H , kéo dài SH cắt (A′B ′C ′) tại T .

Vì SH ⊥ (ABC ) mà (ABC )//(A′B ′C ′) =⇒ SH ⊥ (A′B ′C ′) tại T .

Trong (ABC ), vẽ HK ⊥ AB tại K , vẽ HE ⊥ BC tại E .

Ta có:


HK ⊥ AB

HK là hình chiếu vuông góc của SK lên(ABC )

=⇒ SK ⊥ AB tại K mà △S AB cân tại S =⇒ K là trung điểm AB .

Lập luận tương tự, ta có SE ⊥ BC tại E và E là trung điểm BC .

Ta có:



(S AB)∩ (ABC ) = AB

Trong (S AB) : SK ⊥ AB tại K

Trong (ABC ) : HK ⊥ AB tại K

=⇒ [(S AB), (ABC )] = (SK ,K H) = �SK H (△SHK vuông tại H).

Chứng minh tương tự, ta có: [(SBC ), (ABC )] = �SE H =⇒ �SK H = �SE H =α

=⇒ �K SH = �ESH = 90o −α=⇒△SHK =△SHE (g-c-g) =⇒ SK = SE

7
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=⇒△SK B =△SEB (ch-cgv) =⇒ BK = BE =⇒ AB = BC

Chứng minh tương tự, ta có: AB = AC =⇒ AB = BC =C A =⇒△ABC đều =⇒△A′B ′C ′ đều.

=⇒ S.ABC là hình chóp tam giác đều mà SH ⊥ (ABC ) tại H =⇒ hai đường trung tuyến AE ,C K của

△ABC cắt nhau tại H .
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Có:


ST ⊥ (A′B ′C ′) tại T

S A′∩ (A′B ′C ′) = A′
=⇒ A′T là hình chiếu vuông góc của S A′ lên (A′B ′C ′)

=⇒ [S A′, (A′B ′C ′)] = (S A′, A′T ) =�S A′T =β

Đặt AB = BC =C A = x (x > 0) =⇒ A′B ′ = B ′C ′ =C ′A′ = x.

Đặt SH = y =⇒ ST = SH +HT = y +a.

Do △ABC và △A′B ′C ′ là các tam giác đều có cạnh là x nên:

AE = A′F =C K = x
p

3

2
=⇒ AH = A′T = 2

3
.
x
p

3

2
= x

p
3

3
,K H = 1

3
.
x
p

3

2
= x

p
3

6

Xét ∆S A′T : tanβ= ST

A′T
= y +a

x
p

3

3

= (y +a)
p

3

x
(1)

Xét △SK H : tan �SK H = tanα= SH

K H
= y

x
p

3

6

= 2
p

3y

x
(2)

Vì tanα= 1

2
.tanβ nên từ (1), (2) =⇒ 2

p
3y

x
= 1

2
.
(y +a)

p
3

x
⇐⇒ y = a

3

Xét △SH A : S A =
p

SH 2 +H A2 =
√√√√y2 +

(
x
p

3

3

)2

=
√

x2 +3y2

3
(3)

Xét △S A′T : S A′ =
p

ST 2 + A′T 2 =
√

(y +a)2 +
(

xp
3

)2

=
√

x2 +3(y +a)2

3
(4)

Mặt khác, vì: S A = 1

2
S A′ nên từ (3), (4) ta có:

√
x2 +3y2

3
= 1

2
.

√
x2 +3(y +a)2

3
⇐⇒ x = 2ap

3

Diện tích tam giác ABC : S ABC = x2
p

3

4
=

(
2ap

3

)2

.

p
3

4
= a2

p
3

3

Thể tích hình chóp S.ABC : VS.ABC = 1

3
.SH .S ABC = 1

3
.
a

3
.
a2

p
3

3
= a3

p
3

27

Thể tích hình lăng trụ ABC .A′B ′C ′: VABC .A′B ′C ′ = A A′.S ABC = a.
a2

p
3

3
= a3

p
3

3

Thể tích của chi tiết máy: V =VS.ABC +VABC .A′B ′C ′ = a3
p

3

27
+ a3

p
3

3
= 10a3

p
3

27

Bài 6:

Trong mặt phẳng yOz, vẽ AI ⊥O y tại I =⇒ AI // Oz mà Oz ⊥ (xO y) =⇒ AI ⊥ (xO y)

=⇒ I là hình chiếu vuông góc của A lên mp xO y =⇒ I (0;7;0)

=⇒ AI ⊥ I M =⇒△AI M vuông tại I .

Ta có:
−→
I A = (0;0;2) =⇒ I A = 2.

Xét △AI M : I M =
p

AM 2 − AI 2 =
√

2,52 −22 = 1,5
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Trong mp xO y , ta có: I M = 1,5 =⇒ trong mp xO y, M thuộc đường tròn (C1) tâm I (0;7), bán kính

R = 1,5 có pt: x2 + (y −7)2 = 1,52 (1)
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Gọi M(x1; y1;0), từ (1) =⇒ x2
1 + (y1 −7)2 = 1,52

=⇒ ta có thể đặt: x1 = 1,5sint1; y1 = 7+1,5cost1 (t1 ∈R) =⇒ M(1,5sint1;7+1,5cost1;0)

Gọi J là hình chiếu của B lên mp (α) : z −12 = 0 =⇒ J (0;0;12)

Vì B J ⊥ (α) =⇒ B J ⊥ J N =⇒△B J N vuông tại J .

Có:
−→
B J = (0;0;1,2) =⇒ B J = 1,2

Xét △B J N : J N =
√

B N 2 −B J 2 =
√

1,32 −1,22 = 0,5

Trong mp (α), ta có: J N = 0,5 =⇒ trong mp (α), N thuộc đường tròn (C2) tâm J (0;0), bán kính

R = 0,5 có pt: x2 + y2 = 0,52 (2)

Gọi N (x2; y2;12), từ (2) =⇒ x2
2 + y2

2 = 0,52

=⇒ ta có thể đặt: x2 = 0,5sint2; y2 = 0,5cost2 (t2 ∈R) =⇒ N (0,5sint2;0,5cost2;12)

Ta có:
−−→
M N = (0,5sint2 −1,5sint1;0,5cost2 −1,5cost1;12)

=⇒ M N 2 = (0,5sint2 −1,5sint1)2 + (0,5cost2 −1,5cost1)2 +122

= 293

2
−1,5(sint1.sint2 +cost1.cost2) = 293

2
−1,5cos(t1 − t2)

Ta có:

1 ≥ cos(t1 − t2) ≥−1 ⇐⇒−1,5 ≤−1,5cos(t1 − t2) ≤ 1,5

⇐⇒ 145 ≤ 293

2
−1,5cos(t1 − t2) ≤ 148

⇐⇒ 145 ≤ M N 2 ≤ 148

⇐⇒p
145 ≤ M N ≤ 2

p
37

Từ đó suy ra:

M N đạt GTNN là
p

145 khi cos(t1 − t2) = 1 ⇐⇒ t1 − t2 = k2π (k ∈Z)

M N đạt GTLN là 2
p

37 khi cos(t1 − t2) =−1 ⇐⇒ t1 − t2 =π+k2π (k ∈Z)
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